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Definition 8 (Jacobi-Symbol)

Sei n eine ungerade natiirliche Zahl und n = H q;* ihre Primfaktorzerlegung. Dann ist das
i=1
Jacobi-Symbol als

S

(D-1()
definiert.

Warnung: Falls a ein quadratischer Rest modulo n ist, ist das Jacobi-Symbol 1. Die Umkeh-
rung gilt jedoch nicht!

Die Eigenschaften des Legendre-Symbols vererben sich auf das Jacobi-Symbol. So hingt es nur
von a modulo n ab und ist multiplikativ in a. Seine Multiplikativitit in n folgt direkt aus der
Definition.

Satz 9 (Reziprozititsgesetz fiir Jacobi-Symbol)

Seien m # n > 3 ungerade natiirliche Zahlen. Dann gilt

L(5L) = (-1
2 (2)= ()7
(%) = (0T ()

Lemma 10

Sei p eine Primzahl mit p = 3 mod 4 und d ein quadratischer Rest modulo p. Dann ist 4
eine Losung von 22 = d mod p.



Algorithmus (Tonelli-Shanks)

Sei p eine ungerade Primzahl. Dann l4sst sich mit dem Algorithmus von Tonelli und Shanks
eine Losung fiir 22 = d mod p finden:

(0) Priife, ob d ein quadratischer Rest mod p ist mithilfe des Jacobi-Symbols.
Ja — (1).
Nein — keine Losung.

1) Schreibe p —1=2¢-¢g mit e,g € N und 21g.

q+1

2) Bestimme a :=d =z .

3) Wihle ein z € N, 0 < < p. Bestimme ¢ := z9.

(
(
(
(4

)
)
)
) Priife 02 mod p.

Falls 02 =1 mod p — (3).
Sonst — (5).

(5) Wir suchen einl € N, 0 <[ < 2¢: a% = ¢! mod p. Schreibe [ binir, dh. | = Zf;é I; - 2%,
l; € {0,1}. Seien lg,ly,...,ls—1 gegeben und I, gesucht, dann gilt:

s—1

d i e—s—1 _ lg
(a—z-expa(—Zli~2))2 =(-1)* mod p.

i=0
~ Bilde [.

(6) a- o7 ist Losung von z2 = d mod p.



